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RESUMEN

En este trabajo se analizan las condiciones que motivan
a los agentes a pertenecer a una coalicion, a partir del
axioma de racionalidad individual, coherencia temporal
y sostenibilidad de la cooperacion. Se parte de un
modelo no cooperativo estdtico en el cual se exhibe que
la mejor eleccién no serd ni un minimo y un maximo,
al adicionar nuevas reglas al juego se muestra que la
mejor decision que puede tomar los agentes es adherirse
a una coalicién, sin embargo al ser estitico el juego
no es posible comprobar que la solucién es factible en
cualquier horizonte de tiempo, para lo cual a través de
la dinamizacion de las decisiones de los jugadores, se
muestra que la mejor respuesta serd el actuar de manera
conjunta para maximizar su utilidad.
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ABSTRACT: The present paper analyzes the conditions
that motivates the agents that to belong to a coalition
from the axiom of individual rationality, time-consistency
and sustainability of cooperation. It is started with an
non-cooperative static model; which one shows that
the best election will not be neither a minimum and a
maximum, when adding new rules to the game shows
that the best election that the agents can choose is to
pertain to a coalition, however, being an static game is
not possible to prove if the solution is feasible in any
time horizon, for which, through the dynamization of
the players decision, it is shown that the best response is
to act together to maximize their utility.
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INTRODUCCION

La teoria de juegos es un conjunto de herramientas
para describir y analizar las interacciones sociales que
surgen de las decisiones que toman los individuos a
partir de un comportamiento racional. Este punto de
vista como lo expone Gilles (2010) conduce a varias
implicaciones importantes, a saber: En primer lugar, la
teoria de juegos no es ni una sola teoria ni un cuerpo
unificado de conocimiento. Mas bien, es una coleccion
de una variedad de subcampos, cada uno representando
un enfoque fundamentalmente diferente. En segundo
lugar, la nocién de decision sobre la interaccion social
sobre lo cual esta definida la materia sujeto de la
teoria de juegos, con lo que se determinan las bases de
cada uno de estos subcampos. Por lo tanto, la toma de
decisiones se realiza de manera individual y controlan
de manera exclusiva ciertas decisiones dentro de una
situacion especifica.

Las opciones potenciales relacionadas con estas
decisiones se llaman acciones y quien las toma tiene
solo el control sobre un conjunto de acciones miiltiples
para elegir en cada momento. Podemos argumentar
que estas elecciones son interactivas en el sentido de
que las acciones elegidas por los diferentes individuos
determinan el resultado que emana dentro de la
interaccion social.

En el libro “Theory of games and economic behavior”,
Von Neumann \& Morgenstern (2004) exponen
cudl es el comportamiento de lo que se denomina
comuinmente juegos cooperativos, basando su andlisis
en las diferentes relaciones que se suscitan entre los
dos participantes del juego, existe la posibilidad de
que se realicen coaliciones de n individuos, si bien
este tipo de juegos son de suma cero y presentan
ciertas caracteristicas que permiten que exista una
solucion que puede ser esencial o no esencial,
partiendo del axioma fundamental de racionalidad del
comportamiento del individuo, el cual se materializa
de acuerdo a Mas-Colell, Whiston & Green (1995:6-7)
si se cumplen dos supuestos basicos sobre la relacion de
las preferencias a saber: el primero de ellos dice que el
individuo tiene una preferencia bien definida entre dos
alternativas posibles (completas) y el segundo seriala
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que es imposible hacer frente a la toma de decisiones
con una secuencia de opciones por parejas en la que
sus preferencias tomen la forma de un ciclo (transitivas),
de manera que los agentes saben que es lo que quieren
y actdan con el objetivo obtenerlo.

Aunque laeleccion de unaestrategia de comportamiento
individual, como lo sefiala Morgenstern (1948), expresa
las fluctuaciones de las ventajas y desventajas de
la decision del agente, el resultado final no solo va
a depender de los actos efectivos ya ocurridos sino
también de los comportamientos esperados por los
agentes.

Este tipo de situaciones podemos definirlas como un
juego de estrategias en donde el resultado no depende
s6lo, como en los juegos de azar o de causalidad de las
decisiones individuales, sino que el comportamiento
del jugador influye en las decisiones de los otros
agentes, puesto que no domina el total de la variable
s6lo una parte de ella.

En los juegos de estrategia cada jugador desea ganar lo
mas posible y va a disponer de poca o nula informacion,
ademas debe tener en cuenta que los otros jugadores
van a elegir sus propias estrategias y van a tratar de
descubrir las intenciones de los otros agentes, de los
cuales podemos describir de manera axiomatica como
se estructuran sus decisiones: en primer lugar todos los
agentes tienen una clasificacion de sus necesidades con
un orden riguroso y, en segundo lugar esta situacion se
puede representar al menos como una combinacién de
dos necesidades.

Las reglas que se establecen del juego determinan
cudles son las posibles acciones que toma cada jugador
una vez terminado el juego, se puede decidir cual es
la magnitud del pago para cada agente y quien va a
realizarlo, situacion que se desprende de las decisiones
tomadas de las estrategias establecidas con anterioridad.

En este sentido Rincon (1993) senala que los juegos
cooperativos muestran como los jugadores coordinan
sus estrategias a partir de la coalicion  y se muestra
de manera evidente la utilidad que la coalicion puede
asegurar,  independientemente del comportamiento
del resto de los jugadores. Al poseer todos los agentes
una racionalidad individual en su conducta econémica
buscan la maximizacion de su utilidad en términos
de la relacion de preferencias, por esta razon las
decisiones que toman dependen de este axioma. En este
trabajo se exponen las condiciones que motivarian a los
agentes a coalicionarse como la mejor estrategia a elegir,

y se muestra que, a través de la dinamizacion de las
decisiones de los jugadores, su mejor respuesta sera el
actuar de manera conjunta para maximizar su utilidad.

1. UN JUuEGO NO COOPERATIVO

En esta seccion se establecen las condiciones necesarias
para el desarrollo del juego no cooperativo estatico
y se establecen las pautas sobre el comportamiento
de los agentes para la eleccion de la mejor estrategia
disponible, ya que la posible eleccion que toma el
agente surge, de acuerdo a Aumman (1989), de un plan
completo de estrategias que dispone cada jugador en
funcion de lo que observa durante el curso del juego y
las posibles eventualidades que afectarian al mismo.
Dada una estrategia para cada jugador, las reglas del
juego determinan un resultado unico, del cual deriva
el pago que obtiene cada jugador. Por lo tanto, cada
jugador puede garantizar un empate, es decir, tiene
s6lo un perfil de pagos individualmente racional en el
sentido de estrategia pura, a lo que se le denomina
estrictamente determinado. En la siguiente seccion se
describe de manera puntual el juego y se muestra la
alternativa de solucion.

1.1 DESCRIPCION DEL JUEGO
Las condiciones iniciales de este juego son:

e Seaunaeconomia contresagentesrepresentativos

@ b, ).

e Existe la propiedad privada.

e No existe informacion completa; todos los
agentes conoces su funcion de pago y no la de

los otros agentes.

e Los agentes determinan su comportamiento a
partir del axioma de racionalidad individual.

e Ningtn agente puede perjudicar a cualquiera de
los otros dos, es decir es juego de consentimiento

e No se puede cambiar la fortuna de un jugador,
a menos que sea parte de la accion, es decir se
coopera con alguien o se le ignora.

e No se puede hacer dafo de manera activa.

e La Unica amenaza por parte de intrusos contra
una coalicion lo representa el no pertenecer a ella.
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e En particular, en este juego cada agente posee
una dotacion inicial de basura de la misma
magnitud (ga, gb, gc), la cual se considera una
mercancia y no una externalidad negativa como
usualmente se le refiere a la misma.

1.2 DESCRIPCION DE LOS JUGADORES:

Todos los jugadores son iguales en la condicion de
“pepenadores”, cada uno posee una dotacién inicial
(ga , gb, gc) “basura” del mismo tamano y con las
mismas caracteristicas, por lo que cada agente puede
obtener utilidad con sus propias dotaciones iniciales
(basura) y sus decisiones parten del axioma de
racionalidad individual.

1.3 DINAMICA DEL JUEGO

Cada jugador debe tomar la decision de quedarse con
su basura o arrojarla en el espacio adjudicado a alguno
de los otros dos jugadores, lo que podemos representar
de la siguiente manera:

A Arroja basura
Jugadores o B Decisiones )

C Conserva basura

1.3.1 LAs REGLAS DEL JUEGO:

1. Cada jugador tiene una unidad de basura
8,0 =1 g,O=1y g (=1

2. El jugador A tiene tres opciones:

e Tira su basura al jugador B.
e Tira su basura al jugador C.
e Sequeda con su basura y obtiene una utilidad.

3. El jugador B (no conoce la decision del Jugador
C ni de A) tiene tres opciones:

e Tira su basura al jugador A.
e Tira su basura al jugador C.
e Sequeda con su basura y obtiene una utilidad.

4. Eljugador C (no conoce la decision del Jugador
B ni A) tiene tres opciones:

e Tira su basura al jugador A
e Tira su basura al jugador B
e Sequedaconsu basuray obtiene una utilidad.

5. Si Ano arroja su basura existen tres posibilidades
dadas las estrategias de los otros jugadores:

e Le arroja la basura el jugador B
e Le arroja la basura el jugador C
e No le arrojan nada

6. Si B no arroja su basura existen tres posibilidades
dadas las estrategias de los otros jugadores:

e Le arroja la basura el jugador A
e Le arroja la basura el jugador C
e No le arrojan nada

7. Si Cno arroja su basura existen tres posibilidades
dadas las estrategias de los otros jugadores:

e Le arroja la basura el jugador A
e Le arroja la basura el jugador B
e No le arrojan nada

Después de establecer las reglas del juego podemos
determinar las posibles estrategias que tomaran cada
uno de los jugadores:

A1 : Arroja basura independientemente de si le arrojan basura
A : Conservabasura

B1.: Arroja basura independientemente de si le arrojan basura
B2: Conservabasura

C1.: Arroja basura independientemente de si le arrojan basura
Cz: Conservabasura

1.4 SOLUCION DEL JUEGO

A partir de las estrategias de cada jugador podemos
definir una matriz de pago para cada uno de ellos, de
las reglas del juego se desprende el hecho de que el
pago a repartir es de 3 unidades de basura (perciben
una utilidad de la misma) y los jugadores desconocen la
estrategia que puede elegir el otro jugador, por lo que
para el caso de A su matriz de pago de acuerdo a sus
estrategias se presenta en el Cuadro 1.1 :

Cuadro 1.1: Matriz de pago del jugador A

Estrategiade By C

Bi1 | B2 | C1 | Cz | Pago minimo

Estrategiade A
Al 1 0 1 0 0
A 1

[3%)
—
[}
—

Si el jugador A elije Al, los posibles pagos que puede
recibir de las decisiones de los otros dos jugadores se
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contienen en [1,0,1,0]; pero si eligiera A2 podria obtener
cualquiera de estos pagos : [2, 1, 2, 1]: De tal forma que
la mejor decision que puede elegir el jugador es tomar
la estrategia A2, ya que de acuerdo a Von Neumann &
Morgenstern (2004:366-376) si utilizamos el MaxMin se
elige el maximo de los minimos de las filas; sin embargo
este niimero no es un Minimo ni maximo absoluto pero,
en la existencia de incertidumbre de la decision de
los demas jugadores es la mejor eleccion. Por lo tanto
MaxMinA_2 (A_2i )>MaxMinA_1 (A_1j), situacién por
la cual se elige la estrategia A2. De manera analoga se
estudia el caso del jugador B y definimos su matriz de
pago en el Cuadro 1.2.

Cuadro 1.2: Matriz de pago del jugador B

Estrategia de A v C

A1 | A2 | C1 | C2 | Pago minimo

Estrategiade B
B: 1 o] 1|0 0
B 2 1201 1

Para el caso de B utilizamos el MaxMin

Para el caso de B utilizamos de manera anédloga el MaxMin,

por lo tanto MaxMin (Byi) > MaxMinB, (By;),
MaxMinB,

situacion por la cual se elige la estrategia B2. De manera

similar se estudia el caso del jugador C y los pagos se

presentan en el Cuadro 1.3.

Cuadro 1.3: Matriz de pago del jugador C

Estrategia de Ay B )
. Ar | A2 | By | B2 | Pago minimo
Estrategia de C
Cy 1 0 1 0 0
C 2 1 2 1 1

A partir del cuadro presentado anteriormente podemos
verificar que para C su mejor estrategia seria C2. Con la
mejor eleccion de estrategia de cada jugador podemos
construir la matriz de pagos del juego en el Cuadro 1.4,
en el que se observa que la mejor eleccion de todos los
jugadores en ausencia de informacion sobre la decision
que toma cada jugador, es la diagonal principal por la
existencia de racionalidad individual en las decisiones, por
lo tanto no existen incentivos para elegir fuera de esta.

Cuadro 1.4: Tabla de pagos del juego

Arroja basura
A B C
Conserva basura
A (1,0) | (2.0) | (2.0)
B 2.0) | 1,00 | (2.0)
C 2.0 | @0 | 1.0

2. UN JUEGO COOPERATIVO

En el juego antes descrito se demuestra que si no se
conocen las estrategias de los jugadores la mejor decision
se obtiene buscando el pago que serd el maximo de los
minimos pagos de las posibles estrategias a seguir. Sin
embargo, como serialan Peleg & Sudholter (2007), si en
el juego se pueden realizar coaliciones o estrategias los
jugadores mediante las cuales pueden cooperar, este
tipo de acuerdos son vinculantes sobre la distribucion de
beneficios o la eleccion de estrategias, incluso si no estan
especificados o implicitos en las reglas del juego.

Por su parte, Osborne & Rubinstein (1994) sefialan que
cuando en el juego se puede realizar una coalicion,
esta serd una coleccion de acciones conjuntas que cada
grupo de jugadores puede tomar independientemente
de los jugadores restantes. Un resultado de este tipo
de juegos es una especificacion de la coalicion que se
forma y la accién conjunta que se necesita. Asi, aunque
las acciones son tomadas por las coaliciones, la teoria
se basa en las preferencias de los individuos. Por lo
tanto la solucion para este tipo de juegos asigna un
conjunto de resultados, de lo que se desprende como
consecuencia natural de este razonamiento que exista
un conjunto de disposiciones que sean estables en el
sentido de que el resultado no sea alterado por un cierto
tipo o por grupos de jugadores.

Por lo tanto, los valores que grupos o coaliciones
de jugadores pueden generar o reclamar en alguna
situacion de decision interactiva, se denomina como
una funcién caracteristica y reduce una situacion
de decision interactiva a un minimo los valores que
pueden ser generados por los jugadores, con lo que se
excluyen los aspectos del comportamiento y pone la
forma de la funcion caracteristica de un juego como
el ambito de la teoria de juegos cooperativos. En este
sentido, el objetivo del analisis de la forma de funcién
caracteristica es identificar y formular un acuerdo
vinculante que satisfaga a todos los jugadores y todas
las coaliciones factibles (Gilles, 2010) .

En general, un juego cooperativo representa
oportunidades para transferir una cierta cantidad
de excedentes para el caso de juegos con utilidad
transferible o un conjunto de vectores de servicios
factibles, a través de algin conjunto no revelado de
acciones coordinadas. La especificacion completa de
un juego incluye un conjunto de oportunidades de
cooperacion por la coalicion de jugadores individuales
que no se ven privados de poder estratégico, ya que
pueden elegir entre las coaliciones potenciales, con lo
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que los posibles socios compiten por su colaboracion
con el fin de obtener una mayor proporcién de los
excedentes, exactamente como un monopolista que
tiene un Unico producto que es deseado por varios
compradores, lo que permite subir el precio hasta el
punto donde pueden extraer el maximo excedente de los
compradores potenciales. El conjunto de oportunidades
de cooperacion abiertas a una coalicion especifico de
los jugadores se deriva de la propiedad subyacente o
derecho sobre todos los recursos que son objeto de la
cooperacion (Moulin, 2002) .

Los juegos cooperativos parten del hecho que la union
de los diferentes agentes crea valor, por lo que se
busca encontrar reglas de reparto que sean factibles
econémicamente y que cumplan con ciertos criterios
deseables socialmente (Mas-Colell,1988), una vez
establecido el sentido de los juegos cooperativos,
a continuacion se modifican las reglas planteadas
anteriormente y analiza las posibles coaliciones que se
puedan dar.

2.1 NUEVAS REGLAS DEL JUEGO
Una vez introducidas las nuevas reglas de juego, se
espera que los participantes modifiquen su conducta en
alguin sentido. La caracterizacion del nuevo escenario

es la siguiente:

1. Cada jugador tiene una unidad de basura g (=1,
8,0=1yg (=1

2. De su unidad de basura el jugador A puede reciclar
el 60 %.

3. De su unidad de basura el jugador B puede reciclar
el 90 %.

4. De su unidad de basura el jugador C puede reciclar
el 75 %.

5. Solo el jugador A puede vender la basura reciclada
pero necesita vender como minimo una unidad.

6. Por cada (1/100) de basura se recibe un pago de $1

7. Todos los jugadores conocen el valor de pago de
las coaliciones.

2.2 SOLUCION DEL JUEGO

De acuerdo a las nuevas reglas establecidas del juego
cada agente tiene la libertad de elegir si coopera o

no con los otros agentes, en este sentido Borkotokey
& Mesiar (2014) explican que la solucion al juego
cooperativo se basa en la nocion de coalicion, la cual
se define como un grupo de agentes o jugadores que
tienes diferentes posibilidades de cooperacion. De
ello se desprende que el modelo basico de un juego
cooperativo se basa en la suposicion de la existencia de
un representacion universal y lineal de la utilidad, que
se puede utilizar para la distribucion de los beneficios
totales de la coalicion entre los miembros sin ninguna
alteracion del valor de utilidad.

Por lo tanto, cada coalicion gana alguna utilidad que
puede ser distribuido entre sus miembros con respecto
a un acuerdo. A continuacion se presentan seis
propiedades basicas, de las cuales las primeras cinco
son necesarias para considerarse un juego cooperativo
y la sexta propiedad se utiliza para asignar los pagos de
los jugadores para cada coalicion.

ProriEDAD 1. Un juego es cooperativo si es un par (N, v)
formado por un conjunto finito N={1,2,...... ,n} y una
funcion v:2"— R que asigna a cada subconjunto S
de N un ndmero real v(S) con la condicion de que
v(S)=@. El nimero de jugadores en este juego es :
N={A,B,C} y las posibles coaliciones que pueden
existir son v:2°=8. En el Cuadro 1 se presentan las
posibles coaliciones de este juego y los pagos que
surgen de la funcion caracteristica.

Coalicion Valor unidades monetarias
{A} $0

{B} $0

{C} £0

{AB} $150

{ACY $135

{BC} $0

{ABC} $225

PropiEDAD 2. Un juego es cooperativo (N, v) es monétono
si v(S)<v(T) cuando SCT. El juego plantado es
monoétono y se muestra a continuacion:

v{A}<v{AB} 0< 150
v{B}<v{AB} 0< 150
V{A}<V{AC} 0<135
V{C}<V{AC} 0<135
v{B}<v{BC} 0<0
v{C}<v{BC} 0<0
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v{A}<v{ABC} 0<225
v{B}<v{ABC} 0<225
v{C}<v{ABC} 0<225

PropiEDAD 3. Un juego es cooperativo (N, v) es
superaditivo si v(SUT)=v(S)+v(T) cuando SNT= @. De
las coaliciones descritas anteriormente el juego cumple
con la propiedad de superaditividad y se muestra a
continuacion:

V{AB} = v{A} + v(B) 150 - 0
V{AC} = v{A} + v(B) 1350
v{BC} = v{A} + v{B} 0=0
v{ABC} = v(A} + v{B] + v{C} 225-0

Propiedad 4. Un juego es cooperativo (N, v) es convexo
si v(S)+v(T)<v(SUT)+ v(SNT) para todo S,TEN. De
acuerdo a la propiedad 2 y 3 podemos deducir que esto
se cumple para el juego planteado.

PropiEDAD 5. Un juego cooperativo tiene un conjunto de
imputaciones factibles denotadas como:

n

J0) = fx€ RM|x 2 vli) A Y x= v}

Para este juego:

J@) = {(x1,x3,%3) € R®[x; =0,%, 20,03 =0 A X3+ X+ X3 =225 A x;+ X,

=150 A x; + x5 =135}

Si resolvemos a partir de las condiciones impuestas
para el conjunto de imputaciones factibles la terna que
surge (x,, x,, x,)= (60, 90, 75) es la solucion, la cual nos
muestra que para este juego existe un nicleo no vacio.

PropiEDAD 6. (Shapley (1953).) El valor de Shapley (¢),
asigna para cada juego (N,v) € G(N)' y cada jugador
i€ N el valor:

PV, v) = Vo RO 0(5) — (s — (1)

dénde: s = |5|
p

Ahora se analiza el valor que se obtuvo para cada
jugador:

oW, = (1/3) -0+ (1/6) - 150 + (1/6) - 135 + (1/3) - 225 = 122.5
@(vg) = (1/3) -0 + (1/6) - 150 + (1/6) - 0 + (1/3) - 90 = 55 |
@(ve) = (1/3) -0 +(1/6) - 135 + (1/6) - 0 + (1/3) - 75 = 47.5

El jugador A tiene el mayor valor en la coalicién, por
lo que tiene el mayor poder de negociacion y los
resultados obtenidos van a diferir de manera sustancial
de los resultados presentados en la primera seccién, en
la que no existian incentivos para realizar coaliciones y

al no conocer las decisiones de los otros jugadores la
mejor eleccion era no actuar.

En este sentido Magaria (1996) expone que los juegos
cooperativos se utilizan normalmente como modelos
para analizar las coaliciones. Un concepto de solucion
para esta clase de juegos se llama también indice de
poder y representa una medida abstracta del poder de
cada jugador en la coalicion que el juego describe.

Mas-Colell (1988) senala que si al asignar el valor
de Shapley (1953) a cada jugador su contribucion a
las coaliciones a las que pertenece se cumple que el
valor que se obtiene pertenece al nicleo y ademds se
demuestra que es superaditivo el juego, la imputacion
sera factible es un juego convexo.

Como este resultado no explica la manera en que se
reparte el pago obtenido entre los miembros de la
coalicion, presenta un problema que se considera
basico en la teoria de juegos cooperativos, ya que su
resolucion va a depender del criterio que se adopto,
para lo cual se presenta una posible solucion en la
siguiente seccion, a partir de juegos diferenciales.

3. UN JUEGO DIFERENCIAL DE MAXIMIZACION DE
BENEFICIOS DE RECOLECTORES DE BASURA

En este seccion se presenta una propuesta para analizar el
problema planteado en el apartado anterior , ya que como
enfatiza Nash(1951) la teoria juegos cooperativos presenta
una contradiccion, puesto que se basa en la ausencia de
coaliciones porque asume que los participantes actdan
independientemente sin la colaboracion o comunicacion
con otros agentes, entendiendo esto como una nocion de
un punto de equilibrio.

Friesz (2010) senala que los modelos de teoria de juegos
no cooperativos han sido exitosamente empleadas para
estudiar una gran cantidad de fenémenos econémicos,
siendo una de las principales novedades la posibilidad
de calcular los equilibrios en juegos estaticos como
soluciones de desigualdades variacionales; sin embargo,
esto tiene grandes limitaciones puesto que se deja de
lado la dinamica del equilibrio y no se considera como el
tiempo o las decisiones de los agentes pueden alterar la
trayectoria hacia el equilibrio. Si bien la literatura conocida
como teoria de juegos dinamica ha evolucionado a partir
de la obra de Isaacs (1965) , los posteriores desarrollos
hacen énfasis en la relacion de este tipo de juegos con la
programacion dindmica y la ecuacion diferencial parcial
de Hamilton-Jacobi-Bellman.

' Es el conjunto de todos los juegos con transferencia de utilidad con un
conjunto de N jugadores
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El método de programacion dindmica se basa en
el principio de optimalidad que establece que una
estrategia 6ptima tiene la propiedad de que, cualquiera
que sea el estado inicial y el tiempo, todas las decisiones
restantes de ese estado y del tiempo en adelante también
constituyen una estrategia 6ptima. Una estrategia Optima
dada es proporcionada por la nocién de coherencia
tiempo, lo que es vélido no sélo para un solo jugador,
sino también para N jugadores (Basar & Olsder,1995).

Por lo tanto esta metodologia, como lo expone Martin-
Herran (2010), nos permite modelar los problemas
dindmicos que surgen de conflictos y de la cooperacion
entre los agentes cuyos pagos son interdependientes.
En el caso general, el pago de un jugador depende de
su estrategia, de las estrategias de los otros agentes, el
tiempo y el estado del sistema. Con lo que se puede
describir la forma en la que el estado del sistema
depende de periodos pasados y de las decisiones que
toman todos los jugadores.

En este sentido en este trabajo se parte del supuesto
de la necesidad de maximizar los beneficios de los
jugadores y para conseguirlo serd necesario establecer
reglas sobre su comportamiento en un periodo de
tiempo y modificar las condiciones iniciales de las que
parte el juego. Para ello se toma como base los modelos
propuestos por Clark(2013), Benchekroun & Van
Long (2002), Martin-Herran (2010) y Benchekroun &
Taherkhani (2014), a fin de plantear el juego diferencial,
en donde los jugadores enfrentan una funcion de la
forma m, (x,F, )=(py - ¢, )InF, la cual expresa la manera
en la que obtienen sus beneficios. A continuacion se
presenta a detalle el problema que enfrenta el agente:

W=/, "[(pw- ¢ )InF- &, x]er (3.1)

sujeto a:

n
%= Kx—ZﬁiFi
i=1

x(0)=x,>0
donde:
p= Precio de la basura reciclada
= Coeficiente de reciclado de basura
c= Costo del esfuerzo de recoleccion

F=Tasa de esfuerzo de recoleccion

6= Tasa de degradacion de la basura (depende de
donde elija el agente recolectar)

x= Cantidad de basura
Kx= Stock total de basura

B= Es un parametro de transformacion del esfuerzo de
recoleccion

Para analizar si la solucion cooperativa a este juego
diferencial es la mejor estrategia para los jugadores
utilizaremos las definiciones propuestas por Jargensen,
Martin-Herrdn & Zaccour (2005), supondremos que
todos los jugadores utilizan estrategias markovianas
estacionarias, situacion que es un supuesto que se utiliza
regularmente en juegos diferenciales con horizonte de
tiempo infinito y decisiones de los jugadores auténomas.
Por el hecho de la estacionalidad de las estrategias de
equilibrio y que las funciones de valor no dependen de
manera explicita en t.

Denotaremos a la funcion de pago de los jugadores
que cooperan como V<(x) vy la funcién i de pago de
los jugadores que no cooperan como V' (x) desde
un instante y hasta el final del horizonte del jugador
i€N, por lo tanto podemos definir la soluciéon para
cualquier instante en el tiempo, cuestiéon que se
muestra a continuacion.

Dernicion 1. Una solucién cooperativa es coherente
temporalmente en (t,, x,) si en cualquier posicion
(t.x°(t)) y para todo TE[t,0) se cumple que:

Vex(@)= Ve (@), iEN  (3.3)

donde x°€N denota el estado de la trayectoria
cooperativa optima.

En (3.3) se hace la comparacion entre la funcion de pago
cooperativo y no cooperativo a partir de un instante y
hasta el final del horizonte, lo cual se realiza a lo largo
de la trayectoria optima del estado cooperativo. Por
lo tanto podemos suponer que los jugadores estan
implementando una estrategia cooperativa desde el
instante inicial hasta el instante t. La aplicacion de
la coherencia temporal ha sido utilizada en juegos
diferenciales medioambientales, por ejemplo en
Jorgensen & Zaccour (2001), Jargensen, Martin-Herran
& Zaccour (2005) y Martin-Herran (2010).

DeriNnicion 2. Una solucién cooperativa es aceptable en
(t,x,) si para cualquier posicion factible (t,x(t)) y para
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todo T€E[t, ) se cumple que:

Vex@)=Vrex(), i€N (3.4)

En (3.4) se hace la comparacion entre dos funciones
de pago a lo largo de cualquier trayectoria factible,
la aceptabilidad implica coherencia temporal. Se
toma el criterio de aceptabilidad (sostenibilidad de
la cooperacion) propuesto por Kaitala & Pohjola
(1990), dicho criterio sefiala que es necesario dar a los
jugadores pagos mas altos que los que pueden obtener
si no cooperan, por lo tanto la solucién cooperativa sera
sostenible durante todo el transcurso del juego para
cualquier estado o tiempo.

La ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellman? asociada al
juego no cooperativo viene dada por:

n
Kx — Z B F; }
i=1

donde V" denota la funcién de valor no cooperativa
del jugador i. Al maximizar el miembro de la derecha
de (3.5) se obtiene la tasa de esfuerzo de recoleccion:

pvre(x) = I;la())( (py; — c)InF; — 8;x + VV*(x,t)

Fr=((pw; ¢ )/(B,VV' (D), iEN (.6
Sustituyendo (3.6) en (3.5) tenemos que:

Suponemos que la funcion de valor es lineal y
tiene la forma V(x)=A"x+G", a partir de lo cual
podemos calcular los coeficientes2 tomando a (3.7)

y tenemos que:

85i 1 ;= c;)(K=p) Y= ¢ . .
A = (K_lp) G :;[(Zﬂl’i - c)n (%) - §iZjEN( ;/ })] Vi #j

A partir de (3.6) y (3.8) obtenemos:

Fne = (py; — Ci)(K—P)J

iEN
' Bis:

La tasa de esfuerzo de recoleccion sera constante, por
lo tanto para el jugador i la tasa depende del precio que
tenga la basura que recolecta, los costos que le genera el
esfuerzo, el coeficiente de reciclado de basura, el stock
total de basura que existe, el lugar que selecciona para
recolectar la basura, el pardametro de transformacion
del esfuerzo y la tasa de descuento. Sustituyendo (3.9)
en (3.2) y resolviendo obtenemos la trayectoria de
equilibrio no cooperativo del stock de basura, la cual
viene dada por:

K—p) N i— G K—p) N i — G
ey = KP)Z((W& C))+[x0—( KP)ZCW& c))
i=1 ! i=1 !

e—xt

Para el caso del juego cooperativo supondremos que los
jugadores estan de acuerdo en maximizar la suma de sus
funciones objetivo y no consideran ninguna ponderacién
(todos tienen el mismo peso en la coalicién). Por lo tanto
la tasa de esfuerzo de recoleccion que resulta es la que
quieren implementar de manera conjunta. La ecuacion
Hamilton-Jacobi-Bellman asociada a este juego es:

m

PV () = mitx {Z[(pwi — QInF,— ] + V' (%, )
i=1

iEN

donde V¢(x) denota la funcion de valor cooperativa del

jugador i, y maximizando el miembro de la derecha de

(3.11) se obtiene la tasa de esfuerzo de recoleccién:
(Y= )K= p)

. Y- K =p) .
B=—swewn + 'V

Sustituyendo (3.12) en (3.11) tenemos que:
o= Y o cmn((‘"”i - )) = g + 7Gx - > <§”;”V_(“))>]

< BV G, 0)

De manera andloga suponemos la linealidad de la
funcion de valor y por lo tanto la forma que toma es
Ve(x)=Ax+G, a partir de lo cual podemos calcular los
coeficientes tomando a (3.13) y tenemos que:

ne _ 1 _ @Y= cd®=p)) _ (I"IJ;"CJ‘)] C s
Gi _pZ‘EN[(W" C‘)l"( BiZjend; ) S jen g oG, |V FT

el 8
A7 = Yien ®—p)
(3.14)

Los subindices i y j denotan a los jugadores que
pertenecen a la coalicion y el subindice k se refiere
a los jugadores que no pertenecen a la coalicion, a
partir de (3.12) y (3.14) obtenemos la tasa de esfuerzo de
recoleccion de basura cooperativa:

Fe = (Y — K _ﬂ),

iEN
! BiX;6;

(3.15)
Sustituyendo (3.15) en (3.2) y resolviendo obtenemos la
trayectoria de éptima accién cooperativa para el stock
de basura, la cual viene dada por:

1

(K-p) (yi-ci)
x6(t) =2 —— Yy (%ﬁ) + [xo

_&-p) 1 . yi-ci) —Kt
o L T G | R ER )

K Zjendj

A partir de (3.10) y (3.16) se puede comprobar
facilmente que x°()< x,",Vt€(0,0). La maximizacion
conjunta suministra un pago eficiente, sin embargo es
necesario establecer una relacion entre la sostenibilidad
de la cooperacién y un principio de asignacion de pago
igualitario entre los jugadores. Se utiliza la propuesta
de Jorgensen, Martin-Herran & Zaccour (2005) a partir
de la cual se puede obtener el dividendo total de la
cooperacion desde cualquier instante hasta el final del
horizonte, el cual esta dado por:

2 Apartirde 3.1y (3.2)
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D) = VeE) = ) V()
i=1

Sin embargo es necesario establecer una condicién
de coherencia temporal que sea aceptable para todos
los jugadores, para ello se agrega el supuesto de la no
existencia de algin pago colateral y que cada jugador
tendrd un pago cooperativo en cualquier instante y
hasta el final del horizonte dado por:

Ve)=Acx + G

donde:

a= 0 e =Ly, - )l(
i_(K_p) i—ppi c)in

(i — (K — p)) (pv; -
BiXjen Z ZkeN /3 Ve

De acuerdo a la primera definicion para que exista
coherencia temporal es necesario comprobar que:

Ve @2 VR
Afx+GE 2 A X+ G

a lo largo de toda la trayectoria cooperativax”\c,
simplificando la desigualdad anterior tenemos que:

GG >0

Sustituyendo (3.8) y (3.17) en la desigualdad anterior y
reescribiendo se tiene :

(pwl—cl)zn( )+5Z(pw, c,)[ Zkem]zo

JEN

Al depender la solucion del precio de la basura, los costos
que le genera el esfuerzo de recolectarla, el coeficiente
de reciclado de basura y el lugar que selecciona para
recolectar la basura (tasa de degradacion de la basura), se
necesita agregar una regla para que los jugadores puedan
determinar sus pagos individuales cooperativos desde un
instante y hasta el final del horizonte dado por:

i) = Vo) + 22

Esta regla le ofrece al jugador i en cualquier instante
o hasta el final del horizonte el pago no cooperativo
mas 1/n del dividendo cooperativo. Puesto que
yf=Vr(x)  Vvx, entonces los pagos individuales
cooperativos desde este instante en adelante son
factibles de aceptacion si suman el total del pago
cooperativo. Esto sera cierto ya que:

me—wwn 2

i=1

n n

yE@) = Zwmw(wm—iwmﬂ

i=1 i=1

2
imm=Wm

i=1

Aplicar la regla (3.19) a la soluciéon obtenida del juego
diferencial proporciona el siguiente pago cooperativo
individual desde un instante hasta el final del horizonte:

1 1
5j) + 6i;v(p¢j -q) [5—]_— S 5k]

1
YEG) = x4 G

S
(o — c)in (Z]ew

La regla que se utilizo para resolver el problema de la
distribucion propuesta por Jargensen, Martin-Herran &
Zaccour (2005) permite solucionar cualquier estructura
de juego diferencial, sin embargo esto tiene una gran
limitacion que emana del hecho que es necesario que
los jugadores estén de acuerdo en utilizar el principio
igualitario para la reparticion del dividendo; situacion
que se podria considerar restrictiva pero dadas las
circunstancias planteadas en este trabajo y la existencia
de la racionalidad individual en las decisiones, esta sera
la mejor estrategia que los jugadores pueden elegir,
por lo tanto la cooperaciéon siempre es aceptada para
maximizar su pago.

CONCLUSIONES

En la primera seccion se mostraron las condiciones
necesarias para el desarrollo del juego no cooperativo
estatico y se establecen las pautas sobre el
comportamiento de los agentes para la eleccion de la
mejor estrategia disponible, siendo la diagonal principal
de la matriz de pago la mejor eleccion para cada jugador
en ausencia de informacion sobre la decision que toma
cada agente, por lo tanto no existen incentivos para
elegir fuera de ésta. En el juego descrito, si no se conocen
las estrategias de los jugadores la mejor decision se
obtiene buscando el pago que serd el maximo de los
minimos pagos de las posibles estrategias a seguir. Sin
embargo, como sefalan Peleg & Sudholter (2007), s
en el juego se pueden realizar coaliciones o estrategias
mediante las cuales los jugadores pueden cooperar, este
tipo de acuerdos son vinculantes sobre la distribucion
pagos o la eleccion de estrategias, incluso si no estan
especificados o implicitos en las reglas del juego.

En este sentido, en la segunda seccion se demostro
que al afadir nuevas reglas al juego y la libertad de
elegir si coopera o no el jugador, para poder obtener
una solucion factible es necesario utilizar la nocion de
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coalicion ya que permite resolver este tipo de problemas.
Aunque se obtuvo el resultado que se buscaba, esta
metodologia presenta una gran limitante en el hecho de
la no existencia de una valoracion para la distribucion
del pago que se puede utilizar para la reparticion de los
beneficios totales de la coalicion entre los miembros,
sin ninguna alteracion del valor de utilidad.

En la dltima seccion se presenta una propuesta que
permitio realizar la reparticion del pago obtenido entre
los miembros de la coalicién, partiendo de un modelo
dindmico en el que los jugadores buscan maximizar
sus beneficios en cualquier instante. Para la solucion se
abordo, por un lado la racionalidad individual a lo largo

que emana de la coherencia temporal. Para lo anterior
fue necesario utilizar la regla para resolver el problema
de la distribucion propuesta Jargensen, Martin-Herran
& Zaccour (2005) la cual permite solucionar cualquier
estructura de juego diferencial. No obstante el criterio
que se decidié utilizar presenta una gran limitacion que
surge del hecho de la necesidad de aceptacion de los
jugadores para realizar una reparticion igualitaria del
dividendo, situacion que se podria considerar restrictiva;
pero dadas las condiciones iniciales planteadas en esté
trabajo y la existencia de la racionalidad individual en
las decisiones, ésta sera la mejor estrategia que pueden
elegir, de donde la cooperacion siempre es aceptada
para maximizar el pago.

del tiempo y por el otro el hecho de la aceptabilidad
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