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RESUMEN

El objetivo de este articulo es hacer una reflexion acerca de la deduccién tedrica y matemética de
la frontera de posibilidades de produccién. Esta deduccién, a diferencia de manuales diversos de
economia, se hace de una manera distinta, mas didactica; de una manera en la que el estudiante
de economia pueda seguir pari passu su desarrollo. Para lograr todo lo anterior, se trabajara con dos
distintas funciones de produccién, dos factores productivos y rendimientos decrecientes a escala,
ademas, de que se hard uso de un Software especializado: Wolfram Mathematica 10.4.

PaLABRAS CLAVE: Comercio internacional, Frontera de posibilidades de produccién, Funciones de
produccion, dotacién factorial.
CLAsIFICACION JEL: B21, B22, F11, F41.

ABSTRACT

The objective of this article is to make a reflection about the theoretical and mathematical deduc-
tion of the production possibilities frontier. This deduction, unlike various manuals of economics,
is done in a different way, more didactic; in a way in which the student of economy can continue
pari passu its development. To achieve all of the above, we will work with two different production
functions, two productive factors and decreasing returns to scale, in addition, we will use a speciali-
zed software: Wolfram Mathematica 10.4.

Key WoRDS: International trade, production possibility curve, production functions, dotation fac-
torials.
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1. INTRODUCCION

Ni Paul Samuelson en International Factor-Pri-
ce Equalisation o Protection and Real Wages o
en Factor Proportions; ni Ronald Jones en The
Structure of Simple General o en Heckscher-
Ohlin Trade Flows, hacen la deduccién matema-
tica de la Haberler-Virner-Lerner-Leontief product
transformation curve que aparece en sus articu-
los.

Tampoco Robert C. Feenstra en Advanced Inter-
national Trade muestra la deduccién de dicha
frontera, ya que él la representa de manera ge-
neral y supone que la primera y segunda deri-
vada del nivel de producto 2 con respecto al de
producto 1 es negativa, esto para garantizar con-
cavidad!. De manera similar, la generalidad de
los libros y articulos de economia muestran su
deduccién a partir de la Caja de Francis Ysidro
Edgeworth?.

Es por lo anterior que aqui se hace un ensayo,
a partir de dos funciones de produccion expli-

citas, de la formalizacién algebraica, geométrica
y aritmética de la curva de transformacién. Con
ello se busca mostrar su explicacion de manera
distinta de los manuales de economia, de mane-
ra mas didactica3; esto es necesario si se consi-
dera que de su correcta comprension, se podrd
analizar con mayor facilidad a los Teoremas que
han sustentado a la teoria del comercio Inter-
nacional*. Posteriormente justificaremos la ra-
z6n por la que definimos a dicha frontera como
una relacion de puntos con pendiente negativa
decreciente que resulta de la interaccion de los
puntos técnicamente eficientes de dos distintas
funciones de produccion y de una cantidad de
eficiente de factores. A la relacién factorial que
se da entre dos sectores dentro de una misma
economia, le correspondera necesariamente una
unica curva de transformacion. Tan pronto como
cambie la relacion factorial que se da entre los
dos sectores de una misma economia, cambiara
también la Haberler-Virner-Lerner-Leontief pro-
duct transformation.

1 Robert C. Feenstra en Advanced International dice: Maximizing the amount of good 2, v,=1, (L,, K,), subject to a given

amount of good 1, y,=f, (L,,K))... give us y,=h (y,, L ,K)...As drawn, y, is a concave function of y,,

@h (v, LK)/ (@} <0.

2 El adjetivo “generalidad” es utilizado para clasificar dentro de un todo, dentro de una poblacién, a los individuos y

elementos que tienen rasgos particulares, especificos o definidos, esta generalidad no se verd afectada por pequefios ele-

mentos o individuos que no pudiesen tener tales rasgos o particularidades. Por ejemplo, en el caso de la divulgacién de

la teoria econémica, podemos encontrar textos cuya prosa analitica se encuentra acompanada por brillantes demostracio-

nes, en el caso de la teorfa microeconémica: Microeconomic theory de Andrew Mas-Colell, Michael D. Whinston y Jerry

R.Green, y en el caso del comercio internacional: Theory of international trade: a dual general equilibrium approach o

International trade theory and policy de Avinash Dixit y Giancarlo Gandolfo, respectivamente. Sin embargo, la demostra-

cién que aqui se hard, dista notablemente de las que son hechas en los libros que representan los casos particulares.

3 La demostracién de la concavidad de la frontera de posibilidades de produccién es visible en distintos textos de avan-

zados de Microeconomia o de Comercio internacional. Véase, por ejemplo, la pagina: http://www.hetwebsite.net/het/

essays/paretian/paretoptimal.htm. Sin embargo, la deduccién que aqui se hace es distinta, es mas didactica.

4 Véase, por ejemplo, Teorema Stolper-Samuelson y Heckscher-Ohlin-Samuelson.

> La teorfa del equilibrio general considera a la tecnologfa como equivalente a la ingenierfa, es decir, a las maquinas,

herramientas, computadoras y la infraestructura, asi como el mobiliario que el factor trabajo requiere para realizar la pro-

duccién de bienes. Si tomamos dicha consideracion, pero ademas afiadimos la que nos indica que el precio del trabajo

en términos reales sélo podrd incrementarse si se incrementa la cantidad de producto de cada trabajador afiade a la fir-

ma, seria natural pensar que mientras mas y mejores herramientas se tengan en alguna regién, se incrementara el bienes-

tar de la poblacion.

6 Si una funcién de produccién es no separable, homogénea de grado igual a la unidad y tiene rendimientos marginales

decrecientes, se verificard la condicion de Ken Ichi Inada.
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2. DEDUCCION ALGEBRAICA

Se trata de una economia en la cual hay dos sectores: sector 1y
sector 2; cada sector realiza su nivel de producto a través del uso
de dos factores productivos: tierra y trabajo. La representacion
formal de la tecnologia es a través de dos funciones de produc-
cién®, en la que se verifica su no separabilidad factorial, homo-
geneidad de grado inferior a la unidad y rendimientos marginales
decrecientes a factor®.

10 = LT (€Y 20 = Lngzﬁz @)
2 2

Zai €(0,1) a; € (0,1) Zﬁ! €(0,1) Bi € (0,1)
i=1 i=1

A través de una pequeiia manipulacién algebraica, la ecuacién
(1) y (2) se pueden reescribir:

1
_ G10™ Lﬁi
L, = az qz20 = Eﬁz
y padd T,

1

Por otro lado, suponemos que de la suma de los factores técni-
camente eficientes de cada sector va a resultar el total del mismo
factor, es decir’:

Y dado que 7,y T, son una fraccién ¢ y (I-¢), p€(0,1), de T, res-
pectivamente; tendremos:

1
qsa _ @-Lh

L=—"& (5) G20 = 70— ~m1p,
(T [(1=@)T]

(6)

Si sustituimos la ecuacion (5) en (6), vamos a tener la frontera de
posibilidades de produccién o curva de transformacion:

1 1A
[ o
~ (pT)™
920 = [(1 - )T]F2 (7)
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Sin embargo, para demostrar
que en la ecuacién (7) es una
deduccién correcta de la cur-
va de transformacioén, debemos
verificar que hay una relacién
negativa decreciente entre la
cantidad de producto generado
por el sector 2 y la cantidad de
producto generado por sector
1, debemos hacer evidente que
tanto la primera como la se-
gunda derivada del bien 2 con
respecto al 1 son negativas8.

La razén por las que debemos
hacer evidente que ambas de-
rivadas son negativas es por-
qué a través de ellas es posible
mostrar la concavidad de la
curva que resulta de la ecua-
cion que aqui se ha deducido;
esta interpretaciéon es posible
por el siguiente Teorema:

TEOREMA ACERCA DEL COM-
PORTAMIENTO GRAFICO

DE UNA ECUACION

a. Si (dq,,/ dq,,) < 0 para todo
q,, en algin intervalo, enton-
ces ¢,, es funcion negativa de
q;, sobre el mismo intervalo.

b. Si (dq,,/ dq,;,) < 0 para todo
q;, en algin intervalo, enton-
ces ¢,, es funcion positiva de
q;, sobre el mismo intervalo.

Considerando el TEOREMA,
tendremos que demostrar a
partir de la ecuacién ndmero
(7) que:

La cantidad de producto ofre-
cido por el sector 2 es estric-
tamente positiva cuando hay
nula cantidad de producto
ofrecido por el sector 1, lo cual
implica que la primera deriva-
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da sera cero cuando el nivel de producto 1 es
nulo.

La cantidad de producto 2 cae cuando se incre-
menta la generacion de producto 1, lo que obli-
ga a demostrar que el signo de la primera deri-
vada es negativo para todo valor positivo de la
cantidad ofrecida por el sector 1.

La cantidad de producto 2 cae de manera mas
pronunciada cuando se sigue incrementando la
generacion de producto 1, lo cual nos obliga a
demostrar que el signo de la segunda derivada
es también negativo para todo valor positivo de
la cantidad ofrecida por el sector 1.

La demostracién de los tres incisos anteriores,
los cuales tienen su justificaciéon a partir del
TEOREMA ACERCA DEL COMPORTAMIENTO
GRAFICO DE UNA ECUACION, es fundamen-
tal, ya que es a partir de esos incisos que se de-
mostraria que el grafico que resulta de la ecua-
cién (7) tiene una forma céncava?, por lo que
las préximas lineas estan destinadas a mostrar el
signo de la primera y segunda derivada.

2.1 Primera derivada

Con el fin de facilitar la derivada, aplicamos lo-
garitmo natural a la ecuacién (7) para posterior-
mente hacer lo primero utilizando la regla de la
cadena, lo que nos queda:

1 1 1 oa
dra dingy, d @nEa
Ingz, = ByIn (L — —2(+ B, In(1 — )T 920 2920 _ B, (@)%
[(oT’)E quO d‘-’ho a:il
I 930
_ &
(pT)*
1 1A
[ 1= - a1
& 5 “11 L qmaz
) o e
dqzo B (@)™ s (¢T)*
dq1o ' “1—1 [(1—@)T] 5
E qlu
=
. I
Reacomodando términos:
1 B,-1
dq - 1 _ _ s ol §
dqz" = L — [(1 - @)TIF: |L - 225 g, ®
lo A ((pT)ai ((0’1")“1
Vqlo >0

7 Andres Carvajal, en Introduccién a la teoria microeconémica dice: Una asignacion de factores ((K,, L )(K, L)) tal

que K,+K,=K yL,+L,=L estécnicamente eficiente si es imposible encontrar alguna otra asignacion (K, L'),(K’,, L

) talque K7+ K=K yL,+L,=L"yen lacual la produccion de una de las firmas aumente sin que la otra disminuya.

8 De aqui en adelante utilizaremos primera y segunda derivada para referiremos a la primera y segunda derivada del nivel

de producto 2 con respecto al nivel de producto 1.

9 Diremos que una curva es cncava si es posible trazar un segmento rectilineo capaz de unir dos puntos debajo de di-

cha curva.
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Con (8) se demuestra que si hay un nivel po-
sitivo del nivel de producto 1, el primer signo
de la derivada serd negativo, lo cual demues-
tra la relacién negativa que existe entre los dos
bienes; si el nivel de producto ofrecido por el

(dqzo/dqlo) <0

Vqlo >0

Antes de continuar, es necesario recordar que
esta primera derivada nos muestra la Relacion
Marginal de Transformacion, la cual es la pen-
diente de la curva de transformacién y nos in-
dica la cantidad de producto generado en el
sector 2 al que se tiene que renunciar para ob-
tener una unidad adicional del bien que genera
el sector 1, es un costo técnico de oportunidad.

Adén Pigeon Garcia O

sector es 1 igual a cero, la derivada serd nula,
lo cual también demostrara que el nivel de pro-
ducto 2 es maximo cuando el nivel de producto
1 es cero:

(dqza/d qla) =0

Vg0 =0

2.2 Segunda derivada

Con el fin de facilitar la siguiente derivada
aplicamos logaritmo natural a la ecuacién (8)
y aplicamos la regla de la cadena, lo que nos
queda:

1
@y

— 1 — @)T1P= 1=
In(dqy,/dqy,) = lnﬁ+ln%+ B -Dn|L-—To |4 =" Bpg,
e (pT)&@ pTy@|  *
- i W
_x o 1o
d1n(dg,,/day,) A(d5/d93,) _ g _ 4 (@1 1-a 1
d(dngqulo) dfho ail X1 (1o
E qloa_z
(D)
s 3
1-ay
d(dqz0/dqs,) _ J(A—B) 1 G _'_i(l—al) >(dng)
dqi, 447 ((Df)g—i Q10 o0y dq, (10)
L
(¢T)a: )

Con (10) se hace explicito que el signo de la
segunda derivada es negativo para todo valor
positivo de la cantidad ofrecida por el sector 1,

d(dq,,/dqq,) <

0
dqlo

con lo cual se comprueba la concavidad de la
ecuacién que representa a la Haberler-Virner-
Lerner-Leontief product transformation curvel©:

(1D

Vqla >0
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3. DEDUCCION GEOMETRICA

Dos de los supuestos que se encuentran presen-
tes en los articulos de Stolper, Samuelson, Ohlin
y Hecksher son los que hacen referencia a la es-
casez relativa de los factores productivos entre
regiones, ellos suponen que en una economia
mundo dividida en dos, Europa y América, Amé-
rica tiene una abundancia relativa del factor tie-
rra y Europa, del factor trabajo. También supo-
nen que en cada region se producen dos bienes
a través del uso del factor tierra y trabajo: ropa y
comida, la primera es intensiva en el factor tra-
bajo y la segunda, en el factor tierra:

Two regions, say Europe and America, each endowed
with different proportions of two perfectly immobile
factors of production, say land a labor. For convenien-

qz

@0 = L5°T)*

ce, we may assume but two commodities, say food
and clothing, each commodity obeying common te-
chnological production functions in two regions. We
may suppose that each production function shows
constant return to scale (Samuelson, 1948:164).

Los supuestos anteriores, escribe Eli Heckscher,
son conditio sine qua non para que se lleve a
cabo el comercio internacional: A difference in
the relative scarcity of the factors of production
between one country and another is thus a ne-
cessary condition for a difference in comparative
costs and consequently for international trade''.

Teniendo lo anterior, podemos justificar el si-
guiente grafico, que estd compuesto por cuatro
cuadrantes positivos articulados por su propio

a1 L1
[E—(«JTJ @ qi‘.,‘]
Q20 =

- [(1— )77 2
Hay un incremento del
factor trabajo utilizado por -
el sector 2
L2 < : > Q1
. Hay un decremento del
factor trabajo utilizado por
™ el sector 1
L=L+1L,

Ll v

— iz
o= L'y

10 Es necesario hacer explicito que también la primera y segunda derivada serdn negativas con rendimientos constantes

a escala, el hecho de que no hayamos trabajado con ellos se debe a que es necesario que garanticemos beneficios po-

sitivos para las empresas. Por otro lado, también es posible deducir una curva de eficiencia subjetiva de manera similar

a la de transformacién, pero esto seria limitado, ya que dicha deduccién exigiria que la sumatoria de la elasticidad de

cada uno de los bienes sea mayor a cero y menor o igual a la unidad, pero bajo ningiin motivo mayor. Es decir, esta res-

triccién ocasionaria que la de la curva de eficiencia subjetiva sea un caso particular, dado que no se podria decir que la

sumatoria de la elasticidad de cada uno de los bienes pertenece al conjunto de los nimeros reales positivos.

1T Las letras en cursivas son visibles en The Effect of Foreign Trade on the Distribution of Income.
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origen. En él estamos supo-
niendo que las lineas con pen-
diente positiva decreciente y
de trazo punteado y son las
funciones de produccién de
América y las lineas de trazo
lleno, las de Europa; el hecho
de que no sean las mismas se
debe a que el sector 1 es in-
tensivo en tierra y el sector 2,
en trabajo y ademas porque
América tiene una relacion
tierra-trabajo estrictamente ma-
yor a la relacién que tiene Eu-
ropa, es por ello que la curva
de transformacion de la pri-
mera regién se encuentra ses-
gada a la produccion del bien
1y la de la segunda region, a
la produccién del bien 2; es
decir, América se especializa
en la producciéon de comida y
Europa, en la produccién de
ropal?.

Entonces, a la relacion tierra-
trabajo entre dos sectores den-
tro de una misma economia le
corresponderd necesariamente
una Gnica curva de transfor-
macion. Tan pronto como cam-
bie la relacién factorial entre
los dos sectores de una misma
economia, cambiard también
la curva de transformacion’s.
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4. DEDUCCION ARITMETICA

Hasta este punto hemos hecho la deduccién algebraica vy
geométrica de la curva de transformacion, sin embargo, nos fal-
ta hacer su deduccién aritmética. Seria complicado y engorroso
el hacerla a través de una tabulacién de distintos puntos, esto
incluso con Excel, por lo que vamos a hacer uso de una de las
herramientas tecnolégicas que se nos ofrece hoy dia: Wolfram
Mathematica 10.414.

Para hacer dicha demostracion debemos partir de la ecuacién (7),
la cual es la deduccién algebraica de la curva de transformacion.

i ﬂl
[ %o
| D=
T2 = (1 - )T F: i

Pero, si sabemos que 9T =T,y (I-p) T =T, ¢€(0,1), tendremos
que la ecuacién anterior puede reescribirse:

1A
a
[-tp
T»]_al
420 = T (7)

Ahora vamos a suponer los siguientes valores, lo cuales vamos a
sustituir en la ecuacion que hace referencia a la frontera de posi-
bilidades de produccién, por lo que tendremos:

L=4 Temd T, =2

o =X a;=03 B, =08

qZO = Y ﬁz = 0-1 az = 0.2

12 Una manera dual de ver el grafico es suponer la cantidad de tierra que cada sector utiliza como un dato, por lo que lo

Gnico que podria variar es la cantidad que cada sector utiliza del factor trabajo. Esto significa que el sector 1 incrementa-

ra su factor trabajo si el sector 2 disminuye su mismo factor y viceversa.

13 En el apéndice de International Trade Theory and Evidence aparece el grafico que esta presente en la actual pagina, sin

embargo, dicho gréfico no es resultado de alguna ecuacién que pueda reflejar su comportamiento.

14 La primera versién de Wolfram Mathematica fue en 1988 y es un poderoso programa que computa y visualiza de

manera numérica, simbdlica y grafica cualquier descripcién que contenga elementos matematicos, geograficos o incluso

biolégicos. Dicho programa es tan poderoso y sencillo, que seria posible, con conocimiento teérico previo, ser un au-

xiliar en la comprension de conceptos y temas que pudiesen resultar ambiguos para estudiantes e incluso profesores de

distintas ciencias o disciplinas.
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1
(4 - X%_: 0.8
Yy =— 20— (7)

Si utilizamos el programa de Wolfram, obtendremos que de la ecuacién que hace referencia a la
curva de transformacién surge una curva con pendiente negativa decreciente, curva que muestra la
relacién que hay entre los dos distintos niveles de produccién'®:

0.8

xo3)
0.3
203

Plot[Y = 701

.{X,0,2.5}, AxesLabel — {"Comida ("g-,~,-")", "Ropa ("g-p~4-")"}, PlotStyle — {Blue},

PlotLegends — {"Frontera de posibilidades de produccién inicial"}, GridLines = Automatic]

i L Comida (gy 4

05 10 15 20 25

- Frontera de posibilidades de produccién inicial
Como puede verse en el grafico anterior, la produccién se encuentra mas sesgada hacia el eje que
nos indica “ropa”. Ahora vamos a suponer que hay un decremento del factor trabajo utilizado por

el sector 2 y un incremento del mismo factor utilizado por el sector 1, todo lo anterior es mante-
niendo lo demds constante. Es decir:

L=4 T, =1 T, =5

10 =X a; =03 B, =108

Q20 = ¥ Bz =01 a, = 0.2

Quedando la ecuacién que L. 08

hace referencia a la frontera de X03

posibilidades de produccion, 4——o2

como: Y = % (77)

15 E| lector puede notar que se han colocado de manera intencional la instruccién para elaborar los distintos gréficos
dentro del programa Wolfram Mathematica.
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Nuevamente, utilizando el programa de Mathematica obtenemos una segunda curva de transforma-
cion, en la cual se muestra que estd mas sesgada hacia la produccion del bien 1, a diferencia de la
anterior, la cual estd mas sesgada hacia la produccién del bien 2:

08

xus\
0.3
R03

Plot[¥ = 1-01

,{X,0,2.5}, AxesLabel - {"Comida ("q-;~o")", "Ropa ("q-»-o~")"}, PlotStyle — {Black]},

PlotLegends — {"Frontera de posibilidades de produccién final"}, GridLines — Automatic]

- Frontera de posibilidades de produccién inicial

Y si unimos ambos gréficos, obtendremos:

1 2l
Xia Xuz
{4 _ 7z 0.8 (4 . 7z 0.8
Plot{{Y = —Z7—,¥ = — 37—}, {X, 0,25}, AxesLabel -» {*Comida ("q-1")", "Ropa (‘qrz5"")"}, PlotStyle

{Blue, Black}, PlotLegends — {"Frontera de posibilidades de produccién inicial",

"Frontera de posibilidades de produccidn final"}, GridLines — Automatic]

- Frontera de posibilidades de produccion inicial
- Frontera de posibilidades de produccién final

Se acaba de demostrar a través del uso de Wolfram Mathematica, que el comportamiento de la
ecuacion (7) es perfectamente coherente con lo que estipula la teoria economia acerca de la espe-
cializacién de cada sector de cada una de las regiones en que estd compuesta la economia mundo.
Si cambia la dotacién factorial de cada region, cambiard también la curva de transformacion.
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5. DEDUCCION CONCEPTUAL-CONCLUSION

Como resultado de la investigacién de la deduc-
cion algebraica, geométrica y aritmética de la
frontera de posibilidades de produccién y con-
siderando la ausencia de dicha deduccién por
parte de los economistas que la utilizan para el
andlisis del comercio internacional, aqui se pro-
pone la siguiente definicion acerca de la misma:

La curva de transformacion se define como una
relacion de puntos con pendiente negativa de-
creciente que resulta de la interaccion de los
puntos técnicamente eficientes de dos distintas
funciones de produccion y de una cantidad efi-
ciente de factores. A la relacion factorial que
se da entre dos sectores dentro de una misma
economia, le correspondera necesariamente
una tnica curva de transformacioén. Tan pron-
to como cambie la relacion factorial que se da
entre los dos sectores de una misma economia,
cambiara también la curva de transformacion.
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